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1 Podstawowe pojecia

1.1 Srednia

Niech X = (X, Xs,...,X,) bedzie krotka n obserwacji (lub préba staty-
styczng). Wowcezas
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oznacza Sredniq z X. Zapis z pionowa linig na gorze jest wygodny rowniez
do oznaczania S$rednich z innych wyrazen, na przyktad

__ 1>
2= - X?
X_ni_lXZ.

Latwo pokazaéd, ze dla réwnolicznych krotek X, Y i liczb rzeczywistych
a, b:
aX +bY = aX +bY.

1.2 Wariancja

Wariancje (bez uwzgledniania, ze X moze by¢ préba — wtedy warto byto-
by zastosowaé ,estymator nieobcigzony wariancji” lub  wariancje z préby”)

obliczamy jako:

1 —\2
Var X = — X, —X) .
ar " ; ( )
Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze:

VarX =1y, (X, -X) = (X - X2 =X 2XX + X =

— X XX+ X=X X1 X=X - X2

Stad szczegdlnie tatwo pokazaé, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a:
Var(aX) = a® Var X
oraz
Var(X +a) = Var X.

Z ostatniego spostrzezenia wynika takze, ze wariancja ze statej zawsze
wynosi 0. Wariancje mozna traktowac jako miare zréznicowania elementéw
w préobie — czyli miare odchylenia od sytuacji, w ktorej wszystkie elementy
sg jednakowe.



1.3 Odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe definiujemy jako:

sd X = vVar X.

Podobnie jak w przypadku wariancji, dodanie statej do wszystkich ele-
mentow krotki nie zmienia wyniku, a wynik dla krotki jednakowych liczb
wynosi 0.

Odchylenie standardowe jest przydatna, dodatnio liniowg miarg rozrzutu
obserwacji, gdyz dla dowolnej liczby rzeczywistej a:

sd(aX) = |a|sd X.

2 Kowariancja, korelacja liniowa

2.1 Kowariancja

Jedli X = (X3, Xs,..., X)) oraz Y = (Y1,Ya,...,Y,), to kowariancje defi-
niujemy jako:

Cov(X,Y) = (X — X)(Y —Y).

Jest to miara ,wspolnego” zréznicowania X i Y od $redniej. Jesli X; sa
powyzej sredniej dla tych samych ¢ = 1,...,n, co Y;, to kowariancja jest
dodatnia. Jesli jest doktadnie przeciwnie (gdy X; sa powyzej sredniej, to Y;
sa ponizej), otrzymywane sa wartosci ujemne. Wartosci bliskie zeru sugeruja
brak wystepowania takiej prostej, liniowej zaleznosci.

Wazne whasnosci (gdzie X, Y, Z — réwnoliczne krotki obserwacji, a, b —
dowolne state, rzeczywiste wspotezynniki):

Cov(X, X) = Var X,
Cov(X,Y) = Cov(Y, X),
Cov(X +a,Y) = Cov(Y, X),
Cov(X,a) =0,
Cov(aX,bY) = abCov(X,Y),

Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, 7).
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2.2 Wspodlczynnik korelacji liniowej Pearsona

To, ile wynosi kowariancja, zalezy od zaleznos$ci miedzy prébami, ale rowniez
od charakterystyki samych préb — pomnozenie wszystkich elementéw jed-
nej z prob przez staty wspotezynnik powoduje rowniez, ze pomnozony przez
niego zostaje wynik kowariancji. Prostszym w interpretacji wynikiem bada-
nia zaleznosci miedzy dwiema probami jest wspolczynnik korelacji liniowej
Pearsona, czyli:

Cov(X,Y)
sd XsdY -

Wspélczynnik ten mozna oblicza¢ dla krotek X, Y, ktére maja odchy-
lenia standardowe (lub — réwnowaznie — wariancje) rézne od zera. Potrzeba
1 wystarcza zatem, aby nie byty to state.

Dla tak obliczanego wspoétczynnika otrzymujemy, ze:

r(X,Y) =

(X, X) =1,
r(X,—X)=-1,
r(X,aX)=1 gdya>0,
r(X,aX)=-1 gdya<0,
-1 <r(X,Y) <1,
r(X,Y) = (Y, X),

r(X +aY)=rX,Y).

Taki wspotezynnik tatwo jest interpretowaé¢ — wartosé 1 oznacza nieza-
burzona, idealna, rosnaca zaleznos$é¢ liniowa. Podobnie wartos¢ —1 oznacza
idealna, malejaca zaleznos¢ liniowa. Z otrzymanej wartosci 0 wynikatoby, ze
kowariancja wynosi 0, czyli brak jest tego rodzaju zaleznosci.

Nawet w przypadku ,idealnych zaleznosci liniowych” nie wskazaliSmy
jeszcze odpowiedzi, jakie to sg zalezno$ci (na przykltad — jakim wzorem mozna
je opisa¢). Problem ten mozna rozwiazaé¢ stosujac metode ogdlniejsza, ktora
stuzy do szukania ,najlepszych zaleznosci liniowych” — najprostsza wersja
takiej metody zostanie opisana w kolejnej sekcji.



3 Prosta regresja liniowa jednej zmiennej

Niech X i Y beda réwnolicznymi krotkami obserwacji (po n obserwacji).
Przedstawiona metoda bedzie stuzyta wskazywaniu wspotczynnikéw naj-
lepszej” funkcji afinicznej, ktéra pozwala oblicza¢ Y na podstawie X. Zatem
jesli oznaczymy:

Z = f(X)=aX +b,

to chcemy, aby Z byto ,najbardziej zblizone” do Y. Wzajemne podobienstwo
dwdbch sekwencji liczb mozna definiowaé¢ w rézny sposob, jednak w propono-
wanej metodzie zostanie zastosowana metoda najmniejszych kwadratow, lub
minimalizacja $redniego btedu kwadratowego. Najprosciej to zapisa¢ jako:

(Z —Y)? — min,

lub

cost(a,b) = (aX +b—Y)? — min.
Jedli X jest statg, to trudno rozwigzaé problem w jakikolwiek sprytny lub

przydatny sposob. Mozna wtedy co najwyzej przyja¢ a = 0 oraz b = Y (latwo
pokaza¢, ze takie rozwigzanie jest wowczas optymalne). Lub dla dowolnego

a przyja¢ b =Y — aX. Wtedy rozwigzanie nie jest nawet jednoznaczne.

Skupmy zatem uwage na przypadku, gdy X stalg nie jest. Wtedy daze-
nie wspotczynnikiem a lub b do wartosci co lub —oco powoduje, ze rowniez
koszt jest rozbiezny do nieskoriczonosci. Funkcja cost(a, b) jest zatem koer-
cytywng funkcjg o dziedzinie R2. Intuicyjnie lub z wykorzystaniem analizy
matematycznej mozna stwierdzi¢, ze taka funkcja na pewno osigga gdzie$
swoje minimum globalne.

Z twierdzenia Fermata o zerowaniu sie pochodnej wynika, ze kandydatami
na takie minimum bedg wytacznie te punkty, w ktorych pochodne czastkowe
cost(a,b) po a oraz b zeruja sie, czyli:

Ocost(a,b)
da =0,
{8cost(a,b) —0.

0b

Zacznijmy od prostszego z przeksztatcen, ktore szybko da nam przydatne
wnioski:

deost(ah) _ 0axtbv)Z _ 19X, (@Xi+b-Yi)?)

o b ~n ob -
1w 0((@Xi+b-Y)?) g, 9(B242(aXi—Yi)bt(aXi—Y5)?)
T n 4i=l ab — n 4=l b -

=} (204 2(aX, ~Y) =2 (b +aX ~Y).
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Skoro 8C°Sgb =0, to:

Badajac pochodng czastkowa po a otrzymamy:

dcost(a,b) _ O(aX+b-Y)2 __ la(Z?zl(aXﬁb*Yi)z) _

da o da T on da
_1ewm O((aXi+b-Y:)?) |y  0(a2X242aX,(b-Yi)+(b-Yi)?)
T n =1 da T n 4=l da -

=137 (2aX? +2X;(b-Y;))

n

Po podstawieniu b =Y — aX:

feostlab) _ 1swn (95X2 4 2X,(b—Y;)) =

da n
=Llym (2&X2+2X(Y—aX—Yi))—2aX2+2X( —aX —Y) =
zzax2+2XY—2aXX—2XY=2a(X2—XY) 2(X(Y -Y)) =
:2a(ﬁ—72)—2(m>:2aVarX—2C0V(X—X,Y):

= 2a Var X —2Cov(X,Y).

Skoro a(’%(a’b) =0, to:
a

2a Var X —2Cov(X,Y) =0

_ Cov(X)Y)
T VarX

Wspélezynnik b mozemy natychmiast obliczy¢ ze wskazanej wczesniej za-
leznosci:

b=Y —aX.

Warto zauwazy¢, ze jedyne zatozenie tutaj dotyczyto Var X # 0. Gdy jest
ono spetnione, to wskazany wynik stanowi jedyny punkt zerowania sie po-
chodnych czastkowych. Jest to zatem globalne minimum kwadratowej funkcji
kosztu.



4 Ocena przydatnosci wyniku regresji

Jesli Z = f(X) jest sekwencja proponowanych wynikéow (przy oznaczeniach
jak w poprzedniej sekcji), to krotke btedéw mozna oznaczy¢ jako:

Err=Y — Z.

Dla optymalnego modelu na pewno Var Err < VarY — rownos$é¢ wyste-
powaltaby dla modelu statego Z = 0. Iloraz

Var Err

Ja Y=t
uv Var FE

okresla si¢ zatem jako ,,wspotczynnik niewyjasnionej wariancji”. Jest to liczba
z przedziatu [0; 1] — im mniejsza, tym lepiej.

Jeszcze popularniejszym w literaturze jest ,wspotczynnik determinacji”
lub po prostu ,R kwadrat”, czyli

R?>=1-FUV.

W przypadku R? interpretacja jest nieco podobna, co w przypadku wspot-
czynnika korelacji — 0 oznacza zupely brak zaleznosci, ktéra pasowataby do
modelu, a 1 oznacza zaleznosé bezbtedna (bez uwzgledniania takich szcze-
g6téw jak monotonicznosé zaleznosci liniowej). Warto$¢é te czesto podaje sie
procentowo, jako ,,odsetek wyjasnionej wariancji”. W zaleznosci od dziedziny
zastosowan, wyboru modelu i wyboru zrédta bibliograficznego, rézne warto-
$ci mogg by¢ interpretowane w rézny sposéb. Wartosci ponizej 70% sugeruja,
ze zalezno$¢ wystepuje, ale model moze nie by¢ najlepszym z mozliwych dla
wybranych danych. Wartosci powyzej 85% czesto sg oceniane jako sukces
w dopasowywaniu modelu do danych z pewnym szumem.

Satysfakcjonujgca wartoéé R? moze zosta¢ wskazana jako warunek ko-
nieczny uznania regresji za udana, ale nie powinien to by¢ warunek wystar-
czajacy. W tym celu warto zbada¢ rozktad wartosci Err. W przypadku re-
gresji liniowej zawsze Err = 0, ale to jeszcze nawet nie znaczy, ze rozklad jest
symetryczny. Jesli btedy nie przystaja do rozktadu normalnego, to trudno je
nazwaé przypadkowym szumem, a wskazane jest poszukiwanie modelu, ktory
wyjasnitby dane lepiej. Ocena, czy dane ,przystaja do rozktadu normalne-
go” moze obejmowa¢ narysowanie histogramu i ocene ,na oko”, ale powinna
w sobie zawiera¢ réwniez formalne podejscie takie jak test Shapiro-Wilka
albo test zgodnosci y? Pearsona.



5 Regresja liniowa wielokolumnowa

Przyjmijmy, ze mamy wiele objasniajacych kolumn X, X, ..., X,,, ktore
dotycza n opisanych w wierszach obserwacji. Wéwczas model liniowy wyja-
$niajacy zmienng Y polega na wskazaniu takiego

Z:f(Xl,XQ,...>:A0+A1X1+A2Xz—|—...

gdzie A to wektor o odpowiedniej dtugosci, dla ktoérego minimalizowany jest
sredni btad kwadratowy, czyli

cost(A) = (Z —Y)? — min.

Niech X bedzie macierza podsumowujaca wszystkie ,kolumny z dany-
mi”, ktére sa brane pod uwage we wzorze na Z. Jesli chcemy, zeby w tym
wzorze wystepowal skladnik Ay (nie jest to wymagane), potrzebna bedzie
odpowiednia kolumna, z ktérej brane sg liczby mnozone przez Ay — czyli ko-
lumna samych jedynek (oznaczymy ja rowniez jako Xj). Taka macierz X ma
wymiary nx (m+1).

I (X911 (Xo)1 ... (X;h
v 1 (X:1)2 (X:2)2 (X:n)z
I (X)) (X2)n - (X

Przyjmujac, ze A, Z i Y to macierze kolumnowe, w szczegdlnosci:

otrzymamy, ze

Z=XA
jest macierzg nx 1, czyli da si¢ porownywac z kolumng Y.

Zauwazmy, ze:

cost(A) = (XA—Y)2 = L XA-V)(XA-Y) =
— LATXT _YT)(XA-Y) = L(ATXTXA - YTXA— ATXTY +YTY) =

= LTy —24TXTY + ATXTXA).



Obliczajac gradient po A (wektor pochodnych czastkowych po wszystkich
elementach) otrzymujemy

Va(cost(A)) =
= L(VA(YTY) = 2VA(ATXTY) + V4(ATXTX A)) =
=2 (—XTY + XTXA) .

Gradient ten si¢ wyzeruje, gdy:

XTXA-XTY =0
XTXA=XTY
(XTX) {(XTX)A = (XTX)1XTy
A= (XTX)1XTy.

Pod warunkiem, ze macierz X7 X jest odwracalna. Na pewno jest to macierz
kwadratowa (taka macierza nie jest raczej samo X ani réwnowaznie X7 wiec
takiego skracania nie mozna byto wykona¢). Macierz X7 X na pewno nie be-
dzie odwracalna, jesli uktad kolumn X jest liniowo zalezny. Taka sytuacja
wydarzy sie miedzy innymi wtedy, gdy pewne dwie kolumny X beda jedna-
kowe (lub proporcjonalne) lub gdy X ma wiecej kolumn, niz wierszy. Warto
zatem sprawdzi¢ odwracalno$é macierzy X7 X, a nie zaktadaé, ze wynik za-
wsze uda sie wskaza¢ — istnienie jednoznacznego zestawu wspotczynnikow
jest rownowazne tej odwracalnosci.

Wazna uwaga: w przypadku modeli realizujacych kombinacje liniowe, na
przyktad f(Xi,Xs) = a + 0X; 4+ ¢Xs + dsin(X;X3), problem mozna roz-
wigzac te¢ samag metoda, poprzez sztuczne stworzenie dodatkowych kolumn.
Tutaj nalezy sztucznie wprowadzi¢ X3 = sin(X;X3) i rozwiazaé problem dla
9(X1, Xo, X3) = a+bX; + Xy + dX3. Mozliwe problemy wynikajace z braku
niezaleznosci tak skonstruowanych kolumn zostana wykryte na etapie oceny
przydatnosci regresji (wspolezynnik R?, rozktad bledéw).



